
 گیردیابد، میزان غیرخطی بود شکل مود افزایش یافته و لذا تخمین با سیستم خطی از شکل مود واقعی فاصله میکاهش می -1

 توابع حدس باید شامل توابع متقارن و پادمتقارن باشند -2

 خواهد بود:از آنجا که نیروی خارجی نداریم مسئله مقدار مرزی بصورت زیر )سوال اول تکلیف سری چهارم(  -3

𝜕

𝜕𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
] = 𝑚(𝑥)

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
;       𝑢(0, 𝑡) = 0,    [ 𝐸𝐴(𝑥)

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
]

𝑥=𝐿

= 𝑘𝑢(𝐿, 𝑡) 

 در این حالت مسئله مقدار ویژه بصورت زیر خواهد بود:

−
𝑑

𝑑𝑥
[𝐸𝐴(𝑥)

𝑑𝑈(𝑥)

𝑑𝑥
] = 𝜔2𝑚(𝑥)𝑈(𝑥);      𝑈(0) = 0,     [𝐸𝐴(𝑥)

𝑑𝑈(𝑥)

𝑑𝑥
]

𝑥=𝐿

= 𝑘𝑈(𝐿) → 

𝑑2𝑈(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝛽2𝑈(𝑥) = 0;    ∋ 𝛽2 = 𝜔2

𝑚

4𝑘𝐿
;     𝑈(0) = 0,     [

𝑑𝑈(𝑥)

𝑑𝑥
]

𝑥=𝐿

=
𝑈(𝐿)

4𝐿
 

 حل معادله دیفرانسیل بصورت زیر است:

𝑈(𝑥) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑥) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑥) 

𝑈(0) = 0 → 𝐴 = 0 

[
𝑑𝑈(𝑥)

𝑑𝑥
]

𝑥=𝐿

=
𝑈(𝐿)

4𝐿
→ tan(𝛽𝐿) = 4𝛽𝐿 → {

𝛽𝐿 = 1.3932
𝛽𝐿 = 4.6588
𝛽𝐿 = 7.8220

→ 𝜔2 = {
2.7864
9.3176
15.644

 

𝑈(𝑥) = sin(𝛽𝑥) 

 

 الف( در این حالت باید توابع حدس شرایط مرزی را ارضا کنند. لذا لازم است که: -4

𝜙𝑖(0) = [
𝑑𝜙𝑖(𝑥)

𝑑𝑥
]

𝑥=0

= 0;          𝜙𝑖(𝐿) = [
𝑑2𝜙𝑖(𝑥)

𝑑𝑥2
]

𝑥=𝐿

= 0 → 𝜙𝑖(𝑥) = (
𝑥

𝐿
)

𝑖+1

(
𝑥

𝐿
− 1)

𝑖+2

 

,𝑦(𝑥دانیم که می ب( 𝑡) = ∑ 𝜙𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑡)𝑛
𝑖=1 

𝑇(𝑡) =
1

2
∫ 𝑚(𝑥) [

𝜕𝑦

𝜕𝑡
]

2

𝑑𝑥
𝐿

0

→ 



𝑚𝑖𝑗 = ∫ 𝑚(𝑥)𝜙𝑖(𝑥)𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

= 𝑚 ∫ (
𝑥

𝐿
)

𝑖+𝑗+2

(
𝑥

𝐿
− 1)

𝑖+𝑗+4

𝑑𝑥
𝐿

0

= 𝑚𝐿 ∫ 𝜉𝑖+𝑗+2(𝜉 − 1)𝑖+𝑗+4𝑑𝜉
1

0

 

𝑉(𝑡) =
1

2
∫ 𝐸𝐼(𝑥) [

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
]

2

𝑑𝑥
𝐿

0

→ 𝑘𝑖𝑗 = ∫ 𝐸𝐼(𝑥)𝜙𝑖
′′(𝑥)𝜙𝑗

′′(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

= 

𝐸𝐼
(𝑖 + 1)(𝑗 + 1)

𝐿3
∫ [𝜉𝑖−1(𝜉 − 1)𝑖{𝑖(𝜉 − 1)2 + 2(𝑖 + 2)𝜉(𝜉 − 1)

1

0

+ (𝑖 + 2)𝜉2}]. [𝜉𝑗−1(𝜉 − 1)𝑗{𝑗(𝜉 − 1)2 + 2(𝑗 + 2)𝜉(𝜉 − 1) + (𝑗 + 2)𝜉2}] 𝑑𝜉 

𝑛با فرض  =  داریم: 3

𝑀 = 10−3𝑚𝐿 [
0.4329 −0.0971 0.0222

−0.0971 0.0222 −0.0051
0.0222 −0.0051 0.0012

] ;     𝐾 =
𝐸𝐼

𝐿3 [
0.3429 −0.0667 0.0139

−0.0667 0.0208 −0.0054
0.0139 −0.0054 0.0016

] 

 با حل مسئله مقدار ویژه داریم:

𝜔1 = 27.57 √
𝐸𝐼

𝑚𝐿4
;      𝜔2 = 128.65 √

𝐸𝐼

𝑚𝐿4
;     𝜔3 = 384.52 √

𝐸𝐼

𝑚𝐿4
 

 برای یک تیر یکنواخت با شرایط مرزی داده شده معادله مشخصه سیستم بصورت زیر است: -5

𝑑4𝑌

𝑑𝑥4
− 𝛽4𝑌 = 0;  ∋  𝛽4 = 𝜔2

𝑚

𝐸𝐼
     𝑌(0) = [

𝑑2𝑌(𝑥)

𝑑𝑥2
]

𝑥=0

= 𝑌(𝐿) = [
𝑑2𝑌(𝑥)

𝑑𝑥2
]

𝑥=𝐿

= 0 

 

𝑌0 = 𝑌4 = 0 

𝑌−1 = −𝑌1;     𝑌5 = −𝑌3 

(
4

𝐿
)

4

(𝑌−1 − 4𝑌0 + 6𝑌1 − 4𝑌2 + 𝑌3) − 𝛽4𝑌1 = 0 

(
4

𝐿
)

4

(𝑌0 − 4𝑌1 + 6𝑌2 − 4𝑌3 + 𝑌4) − 𝛽4𝑌2 = 0 

(
4

𝐿
)

4

(𝑌1 − 4𝑌2 + 6𝑌3 − 4𝑌4 + 𝑌5) − 𝛽4𝑌3 = 0 

 با ساده سازی:

{[
5 −4 1

−4 6 −4
1 −4 5

] −
𝐿4

256
𝛽4 [

1 0 0
0 1 0
0 0 1

]} {
𝑌1

𝑌2

𝑌3

} = 0 → 𝜔2 = {
0.0013
0.0156
0.0455

𝐸𝐼

𝑚𝐿4
  

 برای یک تیر یکنواخت با شرایط مرزی داده شده معادله مشخصه سیستم بصورت زیر است: -6



𝑑4𝑌

𝑑𝑥4
− 𝛽4𝑌 = 0;      𝑌(0) = [

𝑑2𝑌(𝑥)

𝑑𝑥2
]

𝑥=0

= [
𝑑2𝑌(𝑥)

𝑑𝑥2
]

𝑥=𝐿

= 0;     [𝐸𝐼
𝑑3𝑌(𝑥)

𝑑𝑥3
]

𝑥=𝐿

= 𝑘𝑌(𝐿) 

 

ℎ) شرایط مرزی و شکل فوق داریم معادله مشخصه، با توجه به =
𝐿

2
): 

16

𝐿4
[𝑌−1 − 4𝑌0 + 6𝑌1 − 4𝑌2 + 𝑌3] − 𝛽4𝑌1 = 0 

𝑌0 = 0 

𝑌−1 − 2𝑌0 + 𝑌1 = 0 

𝑌1 − 2𝑌2 + 𝑌3 = 0 

4

𝐿2
{−𝑌0 + 2𝑌1 − 2𝑌3 + 𝑌4} = 𝑌2 

نیز برقرار  2وجود دارد، لذا لازم است که یک معادله دیگر بنویسیم. معادله دیفرانسیل باید در نقطه  𝑌4شود در معادله همانگونه که دیده می

 باشد لذا داریم:

16

𝐿4
{𝑌0 − 4𝑌1 + 6𝑌2 − 4𝑌3 + 𝑌4} − 𝛽4𝑌2 = 0 

𝐿با جایگزینی  =  سازی داریم:و ساده 1

𝛽8

32
−

19

2
𝛽4 + 224 = 0 → 𝛽4 = 9.0847 


