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 معرفی

راو -حد کرامر(CRLB )  یک حد پایین برای واریانس همه
 .تخمینگرهای بدون بایاس ارائه می کند

 اگر واریانس یک تخمینگر بدون بایاس مساوی با این حد باشد، به این
معنی است که در بین همه تخمینگرهای بدون بایاس، این تخمینگر  

 .بهترین است
 فاصله هر تخمینگر بدون بایاس با این حد به عنوان معیاری از کیفیت

 .آن تخمینگر در نظر گرفته می شود
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 بیان قضیه
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 بیان قضیه

1مثال 
 
 

 شرطregularity برقرار است: 
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𝐸
𝜕 ln 𝑝 𝑥 0 ; 𝐴

𝜕𝐴
=

1

𝜎2 (𝐸 𝑥 0 − 𝐴) = 0 



 بیان قضیه

1ادامه مثال 
 
 
ضمنا طبق شرط لازم و کافی در صورتی که داشته باشیم: 

 

 

 آنگاه مقدار تخمینگرMVU  همانg(x) با مقایسه با رابطه . خواهد بود
 :قبل داریم
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𝑣𝑎𝑟 𝐴 ≥
1

−
𝜕2ln⁡(𝑝(𝑥 0 ; 𝐴))

𝜕𝐴2

= 𝜎2 



 بیان قضیه

1ادامه مثال: 
بنابراین: 

 
 

2مثال: 
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 بیان قضیه

2ادامه مثال 
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 بیان قضیه

2ادامه مثال 
ضمنا با توجه به رابطه روبرو: 

 
 :و مقایسه آن با رابطه

 

همان مقدار میانگین است و کمترین  MVUمشخص است که تخمینگر 
 .است σ2/Nبا ممکن برابر واریانس 
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 بیان قضیه

فرض کنید می خواهیم فاز یک سیگنال سینوسی مخلوط با . 3مثال
 .دامنه و فرکانس معلوم فرض می شوند. نویز گوسی را تخمین بزنیم

 
داریم: 

 
 

 مشتق گیری از تابعlog-likelihood: 
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 بیان قضیه

3ادامه مثال 
 

 
امید ریاضی 

 
 
 
 
 
 زیرا برایfo  مخالف صفر و½: 
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 بیان قضیه

3ادامه مثال 
بنابراین: 

 

 ضمنا با توجه به مشتق تابعlog-likelihood  مشخص است که تخمینگر
راو برسد وجود -فازی که بدون بایاس بوده و واریانس آن به حد کرامر

 .ندارد

 دقت کنید که در این حالت هم ممکن است یک تخمینگرMVU  وجود
 .داشته باشد

 در حال حاضر ما نمی دانیم که آیا یک تخمینگرMVU  وجود دارد؟ و
 اینکه چگونه می توان آن را به دست آورد؟
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 حالت کلی سیگنال آغشته به نویز گوسی

در اینجا به طور کلی داریم: 
 

 تابعlikelihood: 
 
 
مشتق گیری: 
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 حالت کلی سیگنال آغشته به نویز گوسی

گرفتن امید: 
 
و در نهایت: 

 
 
تخمین فرکانس سیگنال سینوسی: 4مثال 
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 حالت کلی سیگنال آغشته به نویز گوسی

4ادامه مثال 
طبق فرمول صفحه قبل: 
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𝐴2

𝜎2 = 1 

⁡𝑁 = 10⁡ 

𝜙 = 0 



 تبدیل پارامترها

 مندیم که تابعی از پارامتر مورد نظر را تخمین در برخی موارد علاقه
که تابعی از پارامتر مورد  )را  αبه طور کلی اگر بخواهیم مقدار . بزنیم

𝛼نظر به صورت  = 𝑔(𝜃) تخمین بزنیم) است: 
 
 
 
فرض کنید در مثال اندازه گیری ولتاژ، می خواهیم مقدار : 5مثال

 .مجذور ولتاژ را تخمین بزنیم
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 تبدیل پارامترها

5ادامه مثال 
 
 ممکن است به نظر برسد چون𝑥   تخمین کارامدی ازA  است، پس𝑥 2 

 .است 𝐴2نیز تخمین کارامدی از 
این موضوع را با بررسی بایاس بررسی می کنیم: 

 
 
 

 می بینیم که تخمینگر𝑥 2  برای تخمین𝐴2 بایاس دارد. 
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 تبدیل پارامترها

 بنابراین به طور کلی کارایی یک تخمینگر با اعمال تبدیل غیرخطی از
 .دست می رود

در مورد تبدیل خطی، کارایی تخمینگر حفظ می شود: 
انتخاب تخمینگر: 
بررسی بایاس: 

 
بررسی کارایی: 

 
 
از طرفی: 
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 تبدیل پارامترها

 در اختیار داده گسترده در مورد تبدیل های غیر خطی در صورتی که
 .حفظ می شود( مجانبی)داشته باشیم، کارایی به صورت تقریبی 

 به عنوان مثال در مورد تخمین𝐴2  با استفاده از تخمینگر𝑥 2 
 :داشتیم

 
 
 

 می بینیم که اگر مقدارN  خیلی بزرگ باشد، بدون بایاس بودن و
 .کارایی تخمینگر به صورت مجانبی حفظ می شود
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 تعمیم به حالت برداری

فرض کنید می خواهیم بردار پارامتر زیر را تخمین بزنیم: 
 

راو برای تخمین پارامتر -در این صورت حد کرامرi ام به صورت زیر
 :خواهد بود

 

 ماتریس کهI(θ)  نامیده می شود و به صورت ماتریس اطلاعات فیشر
 :زیر به دست می آید
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 تعمیم به حالت برداری

فرض کنید در مثال ولتاژ . 6مثالDC  علاوه بر مقدار ولتاژ می ،
 .خواهیم مقدار واریانس نویز را هم تخمین بزنیم
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 تعمیم به حالت برداری

6ادامه مثال 
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 تعمیم به حالت برداری

6ادامه مثال 
با منفی کردن و گرفتن امید: 

 
در نتیجه: 

 
 
 

 همانطور که می بینیم حد واریانس تخمینA  در حالتی که𝜎2  معلوم
 .است نیز همین است

این مساله به خاطر قطری بودن ماتریس است و همیشه برقرار نیست. 
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 تعمیم به حالت برداری

برازش خط. 7مثال :line fitting (رگرسیون خطی) 
 
 
 می خواهیمCRLB  برای ضرایبA  وB را به دست آوریم. 
داریم: 

 
بنابراین: 
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 تعمیم به حالت برداری

تابع . 7ادامه مثالlikelihood و مشتقات: 
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 تعمیم به حالت برداری

ماتریس اطلاعات فیشر. 7ادامه مثال: 
 
 
 
محاسبه معکوس: 

 
 
 
بنابراین: 

CRLB 

26 



 تعمیم به حالت برداری

7ادامه مثال 
 اگر مقدارB را معلوم فرض کنیم داریم: 

 
 
 

 همانطور که می بینیم حدCRLB  برای تخمینA  در حالتی کهB  معلوم
 .مجهول است Bاست، کمتر از حالتی است که 

 نکته دیگر این است که با گسترش داده، واریانس تخمینB  وA  به ترتیب

با 
1

𝑁3  و
1

𝑁
 .است« آسان تر» Bیعنی تخمین . متناسب است 
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 تعمیم به حالت برداری
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 تعمیم به حالت برداری

به دست آوردن تخمینگر . 8مثالMVU برای مثال قبل 
 
 
 

 
رابطه فوق را می توان به صورت زیر بازنویسی نمود: 
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 تعمیم به حالت برداری

8ادامه مثال 
که: 

 
 
 

 شرط تساوی برقرار است و بنابراین تخمینگرهای فوقMVU هستند. 
 

به طور کلی اگر بتوان داده را . این یک مثال خاص از مدل خطی بود
را به راحتی به   MVUبه صورت خطی مدل کرد، می توان تخمینگر 

 (4فصل . )دست آورد
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 تبدیل پارامترها در حالت برداری

صورت مسأله: 
 
آنگاه: 

 

 ماتریسJacobian: 
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 تبدیل پارامترها در حالت برداری

تخمین نسبت سیگنال به نویز در اندازه گیری ولتاژ . 9مثالDC 
 
 در اینجا هدف این است که نسبت توان سیگنال به توان نویز(SNR ) را

 .تخمین بزنیم
 
راو برای تخمین بردار زیر را محاسبه کردیم-قبلا حد کرامر: 

 

 بنابراین برای محاسبه حد تخمینSNRتابع زیر را در نظر می گیریم ،: 
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 تبدیل پارامترها در حالت برداری

9ادامه مثال 
6بنابراین مطابق مثال  : 

 

 محاسبه ماتریسJacobian: 
 
 
بنابراین: 
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 حالت کلی برای مدل گوسی

در حالت کلی اگر داده مدل برداری گوسی زیر را داشته باشد: 
 
آنگاه می توان ماتریس اطلاعات فیشر را به صورت زیر محاسبه نمود: 

 
 
که: 
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