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 مقدمه

در فصل های قبل به دنبال تخمین گر های بهینه بودیم. 
در این فصل تخمینگری معرفی می شود که هیچ معیار بهینگی ندارد. 
  به دلیل در نظر گرفتن معیار کمترین مربعات، این تخمینگر در

بسیاری از مسائل نتایج مطلوبی دارد و در عمل استفاده گسترده ای 
 .دارد

 در این تخمینگر نیازی به دانستن هیچ آمارگانی از داده نیست و تنها
 .یک مدل داده در نظر گرفته می شود

 نقطه ضعف این تخمینگر این است که ادعایی درباره بهینه بودن آن
نمی توان داشت و واریانس تخمین جز با فرضیاتی درباره آمارگان 

 . داده به دست نمی آید
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 مقدمه
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 LSتعریف تخمین 

 در تخمینLS  به دنبالθ ای هستیم که معیار زیر را کمینه می کند: 
 
 

 یعنی بایدθ  ای را پیدا کنیم که داده کمترین فاصله را با سیگنال
 .بدون نویز پیدا کند

هیچ فرض آماری روی داده در نظر گرفته نمی شود. 
  این تخمین معمولا جایی به کار می رود که اطلاعات آماری از داده

نداریم یا اینکه پیدا کردن تخمین های بهینه ناممکن یا خیلی مشکل  
 .است
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 LSتعریف تخمین 

ولتاژ . 1مثالDC در نویز 

 X[n]=A+w[n] 

در اینجا سیگنال بدون خطا همان ولتاژ است :s[n]=A بنابراین ،
 :تابعی که باید کمینه شود

 
 

 آیا می توان ادعا کرد که این تخمین همانMVU است؟ 
  در نظر گرفتن مدل اشتباه برای سیگنال می تواند به بایاس تخمینگر

 .منجر شود
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 LSتعریف تخمین 

2مثال 
 
تابعی که باید کمینه شود: 

 
 
 
 

 حال فرض کنید مقدارA  معلوم است و می خواهیم فرکانس را تخمین
 :بزنیم
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𝜕𝐽

𝜕𝐴
= −2  𝑥 𝑛 − 𝐴𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑓0𝑛 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑓0𝑛

𝑁−1

𝑛=0

= 0 ⇒ 𝐴 =
 𝑥 𝑛 𝑐𝑜𝑠2𝜋𝑓0𝑛

𝑁−1
𝑛=0

 cos2 2𝜋𝑓0𝑛
𝑁−1
𝑛=0

 



 LSتعریف تخمین 

ادامه. 2مثال 
  در اینجا به دلیل غیر خطی بودن تابع، به دست آوردن جواب صریح برای

فرکانس ممکن نیست و برای حل آن باید از روش های عددی کمک 
 .گرفت

 این یک مثال از تخمین غیر خطی کمترین مربعات(NLLS )است. 
در نهایت فرض کنید هر دو پارامتر دامنه و فرکانس مجهول هستند: 

 
 
 در اینجا می توان ابتدا نسبت بهA  مشتق گرفت و جواب را در معادله قرار

مساله قابل جداسازی . )حل کرد foداده و سپس از روش عددی نسبت به 
 (separable: است
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 خطی LSتخمین 

در اینجا سیگنال بر حسب پارامتر مجهول، خطی است: 
 
محاسبه تخمین با کمینه کردن تابع زیر: 

 
 
 
 
این روند شبیه روند مشاهده شده در فیلتر منطبق است. 
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مشتق گیری و  
 مساوی صفر



 خطی LSتخمین 

محاسبه خطای کمترین مربعات: 
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 خطی LSتخمین 

می توان نشان داد: 
 

 در حالت برداری در مدل خطی تخمینLS داریم: 
 کهθ  یک بردارp  تایی وs  یک بردارN تایی است. 

در این حالت داریم: 
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 خطی LSتخمین 

 برای کمینه کردنJ مشتق می گیریم: 
 
 

 باید دقت کنیم که این تخمین همانBLUE  یاMVUE  نیست، مگر
 .اینکه شرایط آماری لازم را داشته باشد

محاسبه خطای کمینه: 
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 وزن دار LSتخمین 

 
 

 حالت کلی تری از تخمین خطیLS تخمین وزدن دار ،LS است  :
Weighted Least Square 

 

 با استفاده ازW می توان به داده های مطمئن تر، وزن بیشتری داد. 
 مثلا در مثال تخمین ولتاژDC  می توان تابع مجموع مربعات را به ،

 :صورت زیر تعریف کرد
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 وزن دار LSتخمین 

 در این حالت، ماتریسW  یک ماتریس قطری است که قطر اصلی آن
 :است wnهمان وزن های 

 
مثلا اگر وزن هر داده را معکوس واریانس نویز قرار دهیم: 
پس از محاسبه تخمین خواهیم داشت: 

 
 

 در حالت کلی تخمینWLS به صورت زیر است: 
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𝐽 𝑨 = 𝒙 − 𝟏𝐴 𝑇
𝑤1 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝑤𝑛

(𝒙 − 𝟏𝐴) 



 تعبیر هندسی

 از منظر هندسی، هر ماتریس ستونی باN  در  ( بردار)درایه، یک نقطه
 .بعدی است Nفضای 

 ماتریسH  داریp  ستون است که هر ستون یک بردار در فضایN  
 .بعدی محسوب می شود

بنابراین در مدل سیگنال خطی داریم: 
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 تعبیر هندسی

 صورت یعنی هر سیگنال بهs=Hθ  یک ترکیب خطی از بردارهای
 .است Hواقع در ستون های ماتریس 

 اگر همهθ  های ممکن را در نظر بگیریم، یک زیرفضا از فضایN  
 .پوشش داده می شود Hبعدی به وسیله ستون های ماتریس 

 ضمنا مقدار تابع جمع مربعات، فاصله اقلیدسی بین بردارHθ ( واقع
 :است xو بردار داده ( Hدر زیرفضای 
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 تعبیر هندسی

 بنابراین در تخمینLS  هدف این است که بردارθ   ای پیدا کنیم که
 .کمینه شود xاز ( Hواقع در زیرفضای ) Hθفاصله 
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 تعبیر هندسی

 برای یافتن نزدیک ترین فاصلهx  از زیرفضایH باید تصویر ،
(projection ) بردارx  در زیرفضایH این تصویر، همان  . پیدا شود

= 𝑠تخمین سیگنال یعنی  𝐻𝜃  خواهد بود. 
مثلا اگر . در این حالت بردار خطا بر تمام بردارهای زیرفضا عمود است

p=2 باشد داریم: 
 
و بنابراین: 
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 تعبیر هندسی

 مقدار خطای کمینه، فاصلهx  از تصویر خود در زیرفضایH است: 
 
 
 
 هر چه مدل دقیق تر باشد، برداری که در زیرفضایH   شکل می

 .نزدیکتر خواهد بود xگیرد، به 
 در حالتی که ستونهایH (بردارهای پایه زیرفضا )  یکه و بر هم عمود

باشند، آنگاه تخمین سیگنال همان ترکیب خطی بردارهای پایه با  
:  در این حالت داریم. )در آن راستا خواهد بود xوزن طول بردار 

𝐻𝑇𝐻 = 𝐼) 
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 مقید LSتخمین 

 از پارامتر مورد تخمین وجود دارد  ( اطلاعات پیشینی)گاهی قید هایی
 .که می خواهیم تخمین با لحاظ کردن آن قیدها انجام شود

قیدهای خطی روی پارامترها را می توان به صورت زیر بیان کرد: 
 
  در این حالت می خواهیم مجموع مربعات با توجه به قید فوق کمینه

 .شود
تابع جدیدی که باید کمینه شود: 
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 مقید LSتخمین 

  
 
 
 

 جایگذاری جواب در قید و پیدا کردن مقدارλ : 

 

 
 نهایتدر: 
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 مقید LSتخمین 

 فرض کنید سیگنال دریافتی به صورت زیر است. 3مثال: 
 
 

 و ما داده{x[0],x[1],x[2]} تخمین پارامترهای . را دریافت کرده ایم
𝜃1  و𝜃2  را از روشLS حساب کنید  . 
مدل داده به صورت روبرو است :X[n]=s[n]+w[n] 
 و ضمنا سیگنالs[n] بر حسب پارامترهای مجهول خطی است: 
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𝒔 = 𝑯𝜽 = 𝑯
𝜃1

𝜃2
⇒

𝜃1

𝜃2

0

=
? ?
? ?
? ?

𝜃1

𝜃2
⟹ 𝑯 =

1 0
0 1
0 0

 



 مقید LSتخمین 

 ادامه. 3مثال 
تخمین پارامتر: 

 

حال فرض کنید که از قبل می دانیم:𝜃1 = 𝜃2 . در این حالت قیدی به
 :صورت زیر داریم

 

 یعنیA=[1,-1]   وb=0 . ضمنا از آنجایی که𝐻𝑇𝐻 = 𝐼 خواهیم ،
 :داشت

 
و در نهایت: 
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 غیر خطی LSتخمین 

  در بسیاری از مسائل، مدل سیگنال بر حسب پارامتر مجهول خطی
 :نیست و لذا نمی توان رابطه مجموع مربعات را به راحتی کمینه کرد

 
  در اینجا با یک مساله بهینه سازی روبرو هستیم که با توجه به شکل

مساله باید از یکی از روش های تحلیلی یا عددی برای حل آن  
-استفاده نمود، مانند روش های جستجوی شبکه ای، روش نیوتن

 ...رافسون و 
  یکی از روش های حل مساله در این حالت، تبدیل پارامترها به

 :صورتی است که مساله به فرم خطی تبدیل شود
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 غیر خطی LSتخمین 

  
 
 
تخمین دامنه و فاز سینوسی. 4مثال 

 
در تخمین . فرکانس معلوم است، دامنه و فاز را می خواهیمLS  باید تابع

 :زیر را کمینه کنیم
 

 مشتق تابع فوق بر حسبA  و𝜙 غیر خطی است. 
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 غیر خطی LSتخمین 

 ادامه. 4مثال 
می دانیم: 
اگر قرار دهیم: 

 
خواهیم داشت: 
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 غیر خطی LSتخمین 

 ادامه. 4مثال 
بنابراین: 
و در نهایت: 
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