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 تخمین بیز

مقدمه 
کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین 

 خواصPDF گوسی 
تخمین بیز خطی 
تخمین بیز پارامترهای ثابت 
تخمین بیشینه احتمال پسین 
تخمین کمینه خطای میانگین مربعات خطی 
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 مقدمه

 ،در تخمین کلاسیک، پارامتر مورد نظر ثابت و مجهول فرض می شد
اما در تخمین بیز، پارامتر مورد نظر یک متغیر تصادفی است که می  

 .خواهیم مقدار یک تحقق آن را تخمین بزنیم

 در این تخمین، ما یک دانش اولیه از پارامتر مجهول( تابعPDF )
 .داریم که می خواهیم آن را در تخمین وارد کنیم

 مواردی که تخمین بیز درMVU  به ازای همه مقادیرθ  وجود ندارد
برای متغیر تصادفی  PDFدارد، زیرا با در نظر گرفتن یک کاربرد نیز 

 .می توان تخمینی به دست آورد که به طور متوسط کارا باشد
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین. 1مثال 
 در مثال معروف تخمین ولتاژDC فرض کنید می دانیم که مقدار ولتاژ ،

𝐴0−محدود در بازه  ≤ 𝐴 ≤ 𝐴 است. 
 دقت کنید که در تخمین کلاسیک−∞ < 𝐴 <  .بود ∞+
 را به صورت زیر تغییر )         ( حال فرض کنید که تخمینگر متوسط گیر

 :دهیم
 

PDF تخمینگر جدید: 
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

تخمینگر جدید بایاس دارد، ولی خطای میانگین مربعات کمتری دارد. 
با وجود اطلاعات پیشین، بهترین تخمینگر کدام است؟: سوال 
می توان خطای میانگین مربعات را معیار سنجش قرار داد. 

 خطایmse در تخمین کلاسیک: 
 

 خطایmse در تخمین بیز: 
ضمنا داریم: 
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

 اگر مقدار داخل کروشه به ازای هرx  کمینه شود، خطایmse  بیز
 :با مشتق گیری داریم. کمینه می شود

 
 
 
 
اگر مشتق مساوی صفر قرار داده شود: 
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

 استفاده از قضیه بیز برای تبدیلPDF پسین: 
 
 
 
در داده وسیع، اثر اطلاعات پیشین کمتر می شود: 
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

ولتاژ . 2مثالDC در نویز گوسی 
 در اینجا فرض می کنیم اطلاعات پیشین ما از سطح ولتاژ، به صورت یک

PDF گوسی است: 
 
ضمنا داریم: 
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

 حال برای به دست آوردن تخمینMMSE داریم: 
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

داریم: 

 
 
با قرار دادن: 

 
 
خواهیم داشت: 
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

بنابراین: 
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

 در نهایت تخمینگرMMSE به صورت زیر به دست می آید: 
 
 
 
که: 

 
اثر افزایش داده: 
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 کاربرد اطلاعات پیشین در تخمین

 در مورد خطای تخمینMMSE داریم: 
 
 
 
 
 
در مثال اخیر داشتیم: 
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 گوسی PDFخواص 
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 گوسی PDFخواص 
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 مدل خطی بیز

 
 
 
برای استفاده از قضیه قبل داریم: 
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 مدل خطی بیز
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 مدل خطی بیز

3مثال. 
 
تخمین : هدفA 

مدل خطی مساله: 
طبق روابط پیش گفته داریم: 

 
 
با توجه به تساوی زیر: 

Bayesian 

Estimation 

19 



 مدل خطی بیز

ادامه. 3مثال 
خواهیم داشت: 
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 مدل خطی بیز

ادامه. 3مثال 
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 مدل خطی بیز

روابط مهم این بخش: 
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 تخمین بیز پارامتر ثابت

 همانطور که گفته شد، تخمینگرMVU  همیشه وجود ندارد، ولی
با رویکرد تخمین بیز همیشه وجود دارد و   MMSEتخمینگر 

بهینه است؛ ولی « به طور متوسط»که تخمینگری را ارئه می دهد 
 .نباشد MVUبهتر از  θممکن است برای یک مقدار خاص 

به عنوان نمونه، مثال قبل را در نظر بگیرید: 
 
 

 اگرA  یک پارامتر ثابت باشد، می توان مقدارmse  را به صورت زیر
 :محاسبه نمود
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 تخمین بیز پارامتر ثابت

بنابراین: 
 
 
 
 
 
  
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 تخمین بیز پارامتر ثابت

 مشخص است که اگر میانگین پیشین بهA  خطای کمتری باشد، نزدیک
 .خواهیم داشت

این خطای کمتر به بهای بایاس به دست آمده است: 
 
 
 ضمنا در صورتی که هیچ اطلاعات پیشین در مورد پارامتر مورد نظر

𝜎𝐴: نداشته باشیم، در واقع مانند این است که
2 → ∞ 

در این صورت:𝛼 →  :و بنابراین 1

(نمودار منحنی، به خط صاف میل می کند)  𝑚𝑠𝑒(𝐴 ) →
𝜎2

𝑁
 

                                               𝐸(𝐴 ) → 𝐴 
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 انواع تابع خطا
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 انواع تابع خطا
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 (MAP)تخمینگر بیشینه احتمال پسین 

    در این تخمینگر هدف یافتن پارامتر مجهول به نحوی است که
 .احتمال پسین بیشینه شود

 این تخمینگر تابع خطا از نوعhit-or-miss را کمینه می کند. 
 
 
 
می توان نوشت: 
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 (MAP)تخمینگر بیشینه احتمال پسین 

فرض کنید داریم. 4مثال: 
 
 به طوری کهx[n]  هاIID مشروط هستند: 
و ضمنا داریم: 

 

 تخمینMAP  ازθ را پیدا کنید. 
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 (MAP)تخمینگر بیشینه احتمال پسین 

ادامه. 4مثال 
بیشینه تابع فوق را با مشتق گیری پیدا می کنیم: 
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 تخمینگر کمینه خطای میانگین مربعات خطی
LMMSE 

در این تخمینگر به دنبال تخمینگر خطی زیر هستیم: 
 
که خطای میانگین مربعات زیر را کمینه می کند: 

 

 ضمنا ماpdf  مشترک داده و پارامتر را نداریم، و فقط ممان های اول
 .و دوم را در اختیار داریم

 در اینجا تخمینگرLMMSE به صورت زیر حاصل خواهد شد: 
 
و ضمنا: 
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 تخمینگر کمینه خطای میانگین مربعات خطی
LMMSE 

ولتاژ . 5مثالDC  در نویزWGN با احتمال پیشین یکنواخت 
 
 
 به دلیل نیاز به انتگرال گیری، تخمینگرMMSE   را به صورت بسته نمی

 .توان به دست آورد

 چونE(x)=0داریم ،: 
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 تخمینگر کمینه خطای میانگین مربعات خطی
LMMSE 

ادامه. 5مثال 
بنابراین: 

 
یعنی با توجه به صفر . را دارد 3این تخمینگر همان فرم تخمینگر مثال

 :خواهیم داشت Aبودن میانگین 
 
و ضمنا چون                                           ، در نهایت: 
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LMMSE برداری 

 در حالتی که چند پارامتر مجهول را به روشLMMSE   تخمین می
 :زنیم، هدف تخمین هر کدام از پارامترها به شکل زیر است

 
به طوری که تابع زیر کمینه شود: 

 
این تخمینگر به شکل زیر حاصل می شود: 

 
و ضمنا: 
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LMMSE برداری برای مدل داده خطی 

در اینجا مدل داده خطی است: 
 

 هدف این است کهLMMSE را برای این مدل داده به دست آوریم .
 :در اینجا داریم

 
 
 

 بنابراین کافی است مقادیر فوق را در رابطه تخمینگرLMMSE 
 .جایگزین کنیم
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LMMSE برداری برای مدل داده خطی 
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LMMSE متوالی 

 در این روش، می توانیم به ازای هر داده جدید، تخمین قبلی را
 .بروزرسانی کنیم

 بنابراین در صورت در اختیار داشتن تخمین قبلی، نیازی به محاسبات
 .ماتریسی برای تخمین جدید نیست

 در مثال تخمین ولتاژDC  ،در نویز گوسی با اطلاعات قبلی گوسی
در این صورت تخمین . پیشین صفر باشد PDFفرض کنید میانگین 

A  با استفاده ازx[0]  تاx[N-1] را به صورت زیر به دست آوردیم: 
 
و خطای آن: 
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LMMSE متوالی 

 حال فرض کنید دادهx[N] به داده های قبلی اضافه شده است  .
داده تکرار کنیم،  N+1چگونه می توانیم بدون اینکه تخمین را برای 

 :با استفاده از تخمین قبلی و داده جدید، تخمین را بروز کنیم؟ داریم
 

Bayesian 

Estimation 

38 



LMMSE متوالی 

  همانطور که دیده شد، تخمین جدید جمع تخمین قبلی است به
 علاوه ضریبی از خطای

 این ضریب بهره یاscaling را می توان به صورت زیر بیان کرد  : 
 
 
 

 ضریب بهره با افزایشN  به سمت صفر میل می کند، یعنی با افزایش
داده، داده های جدید اطلاعات زیادی در مورد پارامتر مورد نظر ارائه 

 .نمی کنند
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LMMSE متوالی 

همچنین می توان خطای تخمین را نیز بروز کرد: 
 
 
 
خلاصه: 
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LMMSE متوالی 

 حالت برداریتعمیم به مدل خطی و :x=Hθ+w 
 
 
 
 
 
 
ًضمنا: 
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LMMSE متوالی 
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LMMSE متوالی 

تحلیل فوریه بیز متوالی. 6مثال 
 
 هدف این است که با دریافت متوالی هر کدام ازx[0] ،x[1]   مقدار ...و ،

 .تخمین از بردار پارامتر                 بروز شود
 فرض می کنیم اطلاعات پیشین ما از بردار پارامتر شامل آمارگان مرتبه

 :در این صورت داریم. اول         و ماتریس کوواریانس      باشد
 
 

 بنابراین اولین تخمین با استفاده از دادهx[0] به دست می آید: 
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LMMSE متوالی 

ادامه. 6مثال 
 که         اولین سطر از ماتریس مشاهدهH است: 

 
سایر سطرهای این ماتریس: 

 

 به صورت زیر به دست می آید 1*2ضمنا بردار بهره: 
 

 همچنین ماتریسmse جدید: 
 
تخمین های مرتبه بالاتر به همین صورت به دست می آیند. 
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